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Even in the most simple case of cubic piezoelectric crystals with only one polariton branch the 
problem of coupling of polariton, Stokes and anti-Stokes waves in the parametric approximation 
leads to six coupled waves, each consisting of a polariton component, a Stokes component and an 
anti-Stokes component. The dispersion of all six coupled waves can be described by explicit 
formulae in very good approximation. The shift of the dispersion curves of the coupled waves 
against the dispersion curves of the uncoupled waves is proportional to the square of the amplitude 
of the pump wave. 

1. Einleitung 

Wie in einer vorhergehenden Arbeit [1] gezeigt 
wurde, existieren beim stimulierten Raman-Effekt 
im einfachsten Fall eines kubischen piezoelek-
trischen Kristalls insgesamt sechs gekoppelte 
Wellen. Jede dieser gekoppelten Wellen besteht 
aus einem Polariton-Anteil, einem Stokes-Anteil 
und einem Anti-Stokes-Anteil. 

Die Dispersion des Polariton-Anteils dieser sechs 
Wellen wird beschrieben durch eine Dispersions-
funktion der Form 

K}(co, (Ol,El) (j= 1,2,.. . , 6). (la) 

Dabei bezeichnet KJ den im allgemeinen komplexen 
Wellenvektor des Polariton-Anteils der Welle, co die 
Frequenz des Polariton-Anteils, COL und EL die 
Frequenz bzw. Amplitude der Pumpwelle. 

Mit Kenntnis der Dispersionsfunktion des Pola-
riton-Anteils sind auch die Dispersionsfunktion des 
Stokes-Anteils 

Ks>j(cos,coL,EL) (j= 1,2,.. . , 6) (lb) 
und des Anti-Stokes-Anteils 

KAJ(COA,COL,EL) (? = 1,2,.. . ,6) (lc) 
der Welle bekannt, da sich beide Funktionen auf-
grund der Beziehungen (Erhaltung der Energie und 
der Quasi-Impulse) 

K t ^ K i - K j , (2a) 
OJS = (OL — co , (2b) 

bzw. KAJ = KH + KJ , (2c) 
CO A = COL + CO (2d) 

auf die Dispersionsfunktion des Polariton-Anteils 
zurückführen lassen. Dabei bedeuten KSJ und KAJ 
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die im allgemeinen komplexen Wellenvektoren des 
Stokes- bzw. Anti-Stokes-Anteils und KL den als 
reell angenommenen Wellen vektor der Pump welle, 
cos and COA sind die (reellen) Frequenzen des Stokes-
bzw. Anti-Stokes-Anteils der Welle. K* j bedeutet 
den zu K$j konjugiert-komplexen Wellenvektor. 

Im folgenden genügt es daher, die Dispersions-
funktionen KJ(A>, C O L , EJ,) des Polariton-Anteiles 
der Wellen zu berechnen. Die Dispersionsfunk-
tionen sind Lösungen der Dispersionsgleichung 
[1,2]: 

( 4 , J - £ I M ) {nfj - £3 {CO, EL)) (n\tj - E 3 (CO, EL)) 

-(4,,-ei(ö>))(£3'(co,i5L))2 
- [ ( < / - £3(co, EL)) + (NLJ - e3(co, EL)) 
+ 2 £3' (co, EL)] £22 (co, EL) = 0 , (3) 

(j= 1 ,2, . . . ,6) , 
wobei die Brechungsindizes n-pj, n*j, n^j und 
die dielektrischen Funktionen £1, £2, £3 und £3' ge-
geben sind durch 

cKj{(o,EL) 
nP,j{ct>, COL, EL) = 

ftf(J-(co, COL, EL) 

nA,j{co,(OL,EL) = 

£1 (co) = £° 

CO 

c£f )?(co,ffL) 
cos 

C ( K L - K J ( ( O , E L ) ) 

CO L — CO 

CKA,]((!), EL) 

COA 

_ C ( K L + K}{CÖ,EL)) 

COL + CO 

0 = 1, 2, . . . , 6); 
4^(^12)2 

(3a) 

(3 b) 

(3 c) 

co lo — i co r — co2 
(3d) 
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ItiB^DQ 
C2(Ö>, El) = (4rcDE) EL + —2 — ~ — r EL Ö>X0 — l 0} 1 — O)1 

= F(co)Eh, (Se) 

/ Kr \ 00^ (4ttDQ2) Ej? 
es(co,EIj)=e + w|0 _ ; w r _ „2 

^ r + G N Ä L 2 , (3f) 

es 'M ^L) = e8(ö>, ^L) - = G(w) ̂ L2 • (3g) 

Dabei sind F(a>) and G(OJ) definiert durch 
4tzB^DQ 

F(a>) = 4 7rZ)E + 

und 

G(OJ) = 

co|0 — i coT — a>2 

4 T T D q 2 

(OJo — i co r — a>2 

(3h) 

(3i) 

In (3a) —(3f) bedeuten: 

COTO Frequenz des (ungekoppelten) transversalen 
optischen Phonons, 

r Dämpfung des transversalen optischen 
Phonons, 

c Lichtgeschwindigkeit, 
B12 mechanisch-elektrischer Kopplungskoeffizient, 
e°° Hochfrequenz-Dielektrizitätskonstante, 
Z>E elektro-optischer Koeffizient, 
D q atomarer Verschiebungskoeffizient. 

Es gilt die Beziehung 

_B12 = 
4 TT OJTO , (4) 

worin die statische Dielektrizitätskonstante be-
zeichnet. 

Die sechs Funktionen Kj (co, COL , Ei) lassen sich 
im allgemeinen Fall nur numerisch exakt be-
stimmen, da die Dispersionsgleichung (3) als 
Gleichung sechsten Grades in K sich nicht durch 
geschlossene Ausdrücke exakt lösen läßt. Es lassen 
sich jedoch, wie im folgenden gezeigt werden soll, 
algebraische Näherungsausdrücke herleiten, die bis 
zu relativ hohen Ei, mit den exakten, durch 
numerische Lösung gewonnenen Werten überein-
stimmen. Dazu entwickeln wir die Dispersions-
funktionen Kj(a>, COL, EL) nach dem elektrischen 
Feld EL, wobei nur gerade Potenzen in EL auf-
treten können, da El in der Dispersionsgleichung (3) 
nur quadratisch auftritt: 

K1 (co, (OL, EL) = AU 0 (co, coL) + 2 (co, coL) EL2 

+ cijt 4 (co, (OL) EL4 , (5 a) 
(j= 1,2,...,6). 

Für die Entwicklung des (konjugiert-komplexen) 
Wellenvektors des Stokes-Anteils folgt hieraus 
unter Beachtung von (2 a) 

K*tj(oi, COL, EL) = (KL — «y.oM coL)) 
— AJJ2((O, COL) EL2 ( 5 b ) 

— ay,4(co, COL) EL4 

und für die Entwicklung des Wellenvektors des 
Anti-Stokes-Anteils unter Beachtung von (2 c) 

KAj(a>, ML, EL) — (KL + aj)0((o, coL)) 
+ a]t2((0,(0L) El2 ( 5 c ) 

+ ty, 4 (co, (OL) EL4 + • • •. 

Das Ziel ist es, die Entwicklungskoeffizienten 
AJTO((O, (OL), AJ,Z((O, COL) U S W . Z U bestimmen. Wir 
wollen uns dabei im folgenden auf die Berechnung 
von AJTO(.(O, (OL) and DJT2((O, COL) beschränken. 

2. Grenzfall ungekoppelter Wellen, 
Berechnung der A^O M COL) 

Zur Bestimmung der «y, o(co, (OL) betrachten wir 
zunächst den Grenzfall EL = 0 (ungekoppelte 
Wellen). In diesem Grenzfall verschwinden das 
zweite und dritte Glied in Gl. (3). Berücksichtigt 
man noch, daß e°° = ez(o), 0), so reduziert sich 
Gl. (3) auf 
(n|., - £1 M ) (nf - e°°) (ni - = 0 , (6) 
d.h. es ergeben sich die drei Gleichungen 

o c2K,2 
nP>j — £1 (co) = 9 £1 (co) = 0, oy 

7 = 1,2, 
c2 (KL — KJ)2 

~ ((OL-co)2 8 

j = 3,4, 
c2 (Kl + Kj)2 

(COL + CO)2 

j = 4,5. 

2 O 
ni,i - £ 

00 t\ e = 0, 

(6a) 

(6b) 

(6c) 

Die Lösungen von Gl. (6 a) sind die Dispersions-
funktionen der ungekoppelten Polariton-Wellen 

co 
Ki(a>, (OL,0) = + — j/ei(co) , (7a) 
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Abb. 1. Dispersionskurven der sechs Wellen für GaP im Grenzfall der Entkopplung (EL — 0): 

Wellen 1 und 2: Polariton-Wellen (ohne Dämpfung), 
Wellen 3 und 4 : Stokes-Wellen, 
Wellen 5 und 6: Anti-Stokes-Wellen. 

Die Dispersionskurven zu den Wellen 1, 2, 3 und 5 sind für EL = 0 von COL unabhängig, während die Lage der Geraden 
zu den Wellen 4 und 6 von COL abhängt. In der Abbildung wurde COL = 1 6 7 9 3 c m - 1 gewählt. 
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Abb. 2. Dispersionskurven (Kurven 1 und 2) der ungekoppelten Polariton-Wellen für GaP im Bereich der Bandlücke 
o>TO ^ cu ^ COLO « a ) ohne Dämpfung ( f = 0), b) mit Dämpfung ( f 4= 0). 
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CO . 
Kz (co, (OL, 0) = - — j/ei (tu). (7 b) 

Die Lösungen von Gl. (6 b) sind die Dispersions -
funktionen der ungekoppelten Stokes-Wellen 

i /£°° 
K3(Ü), COL, 0 ) = Y co , (8a) 

c 
. J oo 

K4 (CO, COL, 0) = 2 (COl) - co. (8b) 
c 

Die Lösungen von Gl. (6 c) schließlich sind die 
Dispersionsfunktionen der ungekoppelten Anti-
Stokes-Wellen 

l/T5 
K5(co, COL, 0) = -1 co, (9a) c 

, / oo 
iT6(co, COL, 0) = - 2KL((0L) - Y EC CO . (9b) 

Die sechs Lösungen sind in Abb. 1 und Abb. 2 dar-
gestellt. Man beachte dabei, daß sich Unterschiede 
im Dispersionsverlauf für den ungedämpften Fall 
( P = 0) und den gedämpften Fall (P 4= 0) im wesent-
lichen nur im Bereich der sog. Bandlücke (COTO ^ 
co ^COLO) bemerkbar machen (siehe Abb. 2). Dabei 
bedeutet COLO die Frequenz des longitudinalen 
optischen Phonons, für das im Falle r = 0 die 
dielektrische Funktion £i(co) verschwindet. 

Besonderheiten ergeben sich dadurch, daß die 
Wellen 3 und 5 im Grenzfall ungekoppelter Wellen 
miteinander entartet sind. Hieraufist im Abschnitt 5 
im einzelnen eingegangen. 

Die Lösungen Kj (co, COL , 0) von (6 a) —(6 c) 
sind offensichtlich die gesuchten Koeffizienten * 
a,jto(co, COL) IN der Entwicklung (5a)—(5 c): 

ajj0(co, ODL) = Kj(a>, (OL,0) . (10) 

3. Dispersion der Wellen 1 und 2 
Zur Berechnung der djt 2 (co, coL) denken wir uns 

die Pumpwelle (EL =t= 0) stetig eingeschaltet, so daß 
sich die gekoppelten Wellen stetig aus den unge-
koppelten entwickeln. Die Änderungen der Dis-
persionsfunktionen Kj (co, COL , EL) gegenüber dem 
Grenzfall ungekoppelter Wellen werden in erster 
Näherung durch das Glied djt 2(co, COL) EL2, in 
Gl. (5a) beschrieben. Es ist sinnvoll, die ayj2(co, COL) 

* Bei den Wellen j = 1, j = 2, j = 3 und j = 5 können 
wir im folgenden im Argument WL fortlassen, da nach 
Gin. (7a), (7b), (8a) und (9a) die zugehörigen üj t 0 von COL 
unabhängig sind. Für die Wellen j — 4 und 7 = 6 besteht 
jedoch nach Gl. (8b) und (9b) eine Abhängigkeit von COL• 

für die verschiedenen Wellentypen getrennt zu be-
rechnen. 

Wir betrachten zunächst die Wellen 1 und 2, 
deren Dispersionsfunktionen im Grenzfall El = 0 
durch Gl. (7 a) und Gl. (7 b) gegeben werden. Aus-
gangsgleichung zur Berechnung von «i(2(co, COL) 
und d2,2 (co, (OL) ist die Dispersionsgleichung (3). 
Sie läßt sich, wenn wir den Faktor 

P = nP2-£l((o) (IIa) 

als Polariton-Faktor, den Faktor 
S = ns*2- e3((o,EL) (IIb) 

als Stokes-Faktor und den Faktor 
A = nA2-E3((O,EL) (11 c) 

als Anti-Stokes-Faktor bezeichnen, auch in der ver-
einfachten Form schreiben: 
PSA - P(e3')2 -[S + A + 2£3'] £22 = 0 . (12) 

Unter Beachtung, daß der Polariton-Faktor für die 
Wellen 1 und 2 in nullter Ordnung (P<°> = 0) ver-
schwindet, bilden wir aus Gl. (12) die Gleichung 
erster Ordnung in EL2 : 

P(l) £<0) ^(0) _ (£(0) + ^(0)) £22 = 0 . (13) 

Das Glied —P(e3')2 liefert keinen Beitrag, weil 
P<0)(fi3')2 wegen P(°) = 0 verschwindet und das 
Glied PW(e3')2 bereits ELA enthält. 

Aus Gl. (13) folgt für die Welle 1 (unterer Index): 

Pl<1 ,=(ir+-iir)e22 (14a> 

und entsprechend für die Welle 2: 

Andererseits gilt unter Berücksichtigung von (IIa), 
(3 a) und (5 a) für die Welle 1: 
Pjd) = (c2/co2) (#12(co, (OL ,EL ) )W 

= (c2/co2) [(«1,0 (*>) + «1,2 (co, COL)EL2 + • • -)2](1> 

= (2c2/co2) ai, 0(co) «i, 2 (co, coL) (15a) 
und entsprechend für die Welle 2: 
P2< 1) = (2c2/co2) d2,o(co) d2>2(co, (OL) EL2 • (15b) 

Faßt man Gl. (14 a) und (15 a) zusammen, so folgt 
für die Welle 1 das Ergebnis: 
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«l,2(co, C0L) = 
CO2 / 1 1 \ P2(co) 

_ 2c2 \ ",S'i<0) + ) ai,o(co) 
1 

S i<°> 
CO 

«1,0 (co) 
J~2eiTcoT 
P2(co) 

= O 7 (co, COL) . / . . • 2c J/ei(co) 

P2(co) 

(16a) 

Faßt man Gl. (14b) und (15b) zusammen, so folgt 
entsprechend für die Welle 2: 

«2,2(co, coL) = 
co2 / 1 1 \ P2(co) 
2 C 2 \ Ä2W + ^2(0) j 02,0 M 

1 1 \ «2,0 (co) 

CO 

~ 2c 

i?2 (co, COL) ergibt sich hieraus, indem man in Gl. (17) 
5i<°>, und oi,o(w) durch £2(0), ^ 2 ( 0 ) bzw. 
«2, o (co) ersetzt. 

Damit sind die Dispersionsfunktionen zu den 
Wellen 1 und 2 gemäß Gl. (5a) bis zum in EL 
quadratischen Gliede vollständig bestimmt. 

4. Dispersion der Wellen 4 und 6 

+ 

- R 2 ( C Ü , COL) 

^2 ( 0 ) j 2ei (co) 
P2(co) 

P2(co) 

|/fil (co) 

Dabei wurde zur Abkürzung eingeführt 

Pi(co, COL) = 

Für die Berechnung der Dispersionsfunktion 
K4(co, COL, EL) zur Welle 4 ist die Kenntnis 
des Koeffizienten «4,2(co, COL) erforderlich. Um 
«4,2 (co, COL) ZU bestimmen, hat man zu beachten, 

(16b) daß jetzt der Stokes-Faktor in nullter Näherung 
verschwindet: 

£4<°> = 0. 
1 1 

(18) 

£ L « » ( F T ) , COL) J I < ° > ( C O , C O L ) 

1 
CHKUCOL) - « 1 , 0 (CO) ) 2 

(COL — co)2 

c2(iCL(coL)+ai,o(co))2 

(17) 

In erster Ordnung (in Ei}) erhält man daher aus 
Gl. (12): 

P4<°> £4(1) ^4(0) - e22 = 0 (19) 
oder 

£4<1) = £22/p4(0) = (J2 (ö,)/p4(0)) Ej} . (20) 

(COL + co)2 Andererseits gilt für den Stokes-Faktor in erster 
Ordnung nach Gl. (Hb) und (3b): 

= 
(COL — co)2 

c2 

(COL — co)2 

- 2 c 2 

[ ( ^ L ( C 0 L ) - # 4 (CO, COL, ^ L ) ) 2 ] * 1 * - £ 3 ' 

[ ( ^ L ( C O L ) - « 4 , 0 (CO, COL) - « 4 , 2 (CO, C 0 L ) # L 2 + • • • ) 2 ] ( 1 ) ~ G (OJ) E J ? (21) 

(^TL(COL) — «4,0(co, COL)) «4,2(co, COL) — G (u>) Ej}. 
(COL — co)2 

Durch Kombination von Gl. (20) mit Gl. (21) ergibt sich somit für «4,2(co, COL) : 

« 4 , 2 (CO, COL) = 
(COL — Co)2 

2 C 2 ( E " L ( C O L ) — « 4 , o ( c o , COL)) 

F2 (co) 
P 4 < ° > ( C 0 , COL) 

+G(a>) 

«4, o (co, COL) — KL (COL) 

2fi 
F 2(co) 

# L ( C O L ) 

2e 

P4<°> (CO, COL) 

P2(co) 

+ ^ ( C 0 ) 

G(co) 

(22 a) 

(22 b) 

(22 c) 
P4<°> (co, COL) 

Beim Übergang von Gl. (22 a) zu Gl. (22 b) wurde dabei die aus Gl. (6 b) und Gl. (10) folgende Beziehung 
C2 ( Ü L L ( C O L ) - « 4 , o (COL , CO)) 2 = £°° ( co L - co) 2 ( 2 3 ) 

und beim Übergang zu Gl. (22c) die Beziehung (8b) benutzt. P4<°>(co, COL) ist nach Gl. (IIa) in Verbin-
dung mit Gl. (3b) und Gl. (10) gegeben durch: 
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p4(0) = —- a\ 0 (co, COL) — £1 (co) 
CO 

(24) 

Die Berechnung des Koeffizienten «6, 2 (co, COL) zur Welle 5 erfolgt ganz analog. In nullter Ordnung ver-
schwindet der Anti-Stokes-Faktor: 

A6<0) = 0 , 

so daß sich in erster Ordnung (in EL2) aus Gl. (12) ergibt: 
A6( 1) = £22/P6<0> = (P2(co)/P6<°>) E j } . 

Andererseits ist analog zu Gl. (22a) — Gl. (22c): 
2 c2 

= (J^L(COL) + «6,0(co, COL)) a6t2{co, COL) — G(a>) E L 2 . 
(COL + co)2 

Durch Kombination von Gl. (26) mit Gl. (27) ergibt sich somit für «6,2(CO, COL) : 

«6,2(CO, COL) = 
(coL + co)2 

2c2(iLL(coL) + «6,o(co, coL)) 
P2(co) 

P6(0)(co, COL) 
G(co) 

«6, 0 (co, COL) + (COL) 

2£° 

Ä'L(COL) 
j/fi" 

P2(co) 

CO 

2£° 

P6<°>(co, COL) 

P2(co) 

G(co) 

P6<°>(cO, COL) G(co) 

(25) 

(26) 

(27) 

(28a) 

(28 b) 

(28c) 

Beim Übergang von Gl. (28 a) zu Gl. (28 b) wurde 
dabei die aus Gl. (6c) und Gl. (10) folgende Be- D i e Entartung hat zur Folge, daß die Gleichung 
ziehung 

C 2 ( # L ( C O L ) + ^ 6 , 0 (CO, COL))2 - £°°(COL + CO)2 ( 2 9 ) 

und beim Übergang zu Gl. (28 c) die Beziehung (9 b) 
benutzt. P6<°>(co, coL) ist nach Gl. (IIb) in Ver-
bindung mit Gl. (3c) und Gl. (10) gegeben durch: 

c2 

P6<°> (co, COL) = —s- al o (co, coL) £1 (co). (30) 

Damit sind die Dispersionsfunktionen zu den 

erster Ordnung (in E^2) von Gl. (12), nämlich 
Pj(0) Sjl°> AjW + Pj(0) SjW AjW 

-(S}M + Ajl°))e22 = 0, (31) 
wegen 

Sj(0) = 0 

eine Identität darstellt, also auf keine Bestimmungs-
gleichung für ajt 2 (co, COL) (j = 3,5) führt. 

Erst die Gleichung zweiter Ordnung ist eine Be-
Wellen 4 und 6 gemäß Gl. (5a) bis zum in E7L stimmungsgleichungfür«3,2(co, coL)unda5(2(co, coL): 
quadratischen Gliede vollständig bestimmt. 

5. Dispersion der Wellen 3 und 5 (Entartung) - W 1 } + A l ( 1 ) + 2 es'l = 0 • (3 2) 

Wir wenden uns nun den Wellen 3 und 5 zu, die Bei P<°> kann dabei der untere Index fortgelassen 
bei ausgeschalteter Pumpwelle (El = 0) mitein- werden, da P3<°> = P5(0). 
ander entartet sind [siehe Gl. (8a) und Gl. (9a)]. Für SjW ergibt sich andererseits aus (IIb) und 

(5b) 

S,l D = 
c2(Ks*)2 \(1) 

£3 cos Ii 
2 c2 

(KL (COL) - AU 0) AJT 2EL2-G (CO) E12 
(COL — co)2 

= -(S(co,coL)aj>2 + G(co))EL2 (j = 3,5) 

(33 a) 
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und für AjW aus (11c) und (5c) 

AM) = 
CKA2 \ ( 1 ) 

CJA" £3 

2c2 
h 

(KL(COL) + A } > O ) A U 2 E J } - G ( C O ) E L 2 

(COL + Co)2 

= (2(co,coL)a;,2-^(a>))^L2 (7 = 3,5). 
Dabei wurde zur Abkürzung gesetzt: 

2c2 

(33b) 

S ( A > , COL) = 

und 

A (co, COL) 

(COL — co)2 

2 c2 

(COL — co)2 

2 c2 

(coL + CO)2 

2 c2 

(COL + co)2 

( ^ L ( C O L ) — cij, o) 

^ L ( C O L ) - CO 

( ^ L ( C O L ) + aj, o) 

l/e00 
- ^ L ( C O L ) H 

(34 a) 

(34b) 

wobei die Beziehungen (10) and (8 a) bzw. (9 a) für 
ajy o 0 = 3, 5) benutzt wurden. Wegen «3,0 = «5,0 
hängen S (CD, COL) und (co, COL) von j nicht ab. 

Setzen wir 8, Ä, (nach Gl. (3e)) und £3' (nach 
Gl. (3g)) in Gl. (32) ein, so folgt 
P<°> [ - (S au 2 + G) (Ä ajt 2 — O) — PW G2] (35a) 

+ [(SaJt 2 + G) + (Äajt2 - G) - 2G] F2 = 0 

oder 
P(o> SÄ a\ 2 - (8 - Ä) (P(o> G + F2) aJf 2 = 0 

0 = 3,5). (35b) 

Gleichung (35b) hat also die beiden Lösungen 
F2(co) \ 

PW(co) / «3,2 (co, COL) = (CO, COL) ( G(oo) 

und 

« 5 , 2 (CO, COL) = 0 , 

wobei zur Abkürzung eingeführt wurde: 
1 1 

Q(CO, COL) = R — 
A (co, COL) 

(36) 

(37) 

1 
Yc2 

(COL 

8 (co, COL) 

co)2 (COL — et))2 

(38) 

^ L ( C O L ) + 
l/< co K L ( C O L ) V' 

Nimmt man näherungsweise an, daß £(COL) 
d.h. 

\fiT 
KL CO L 

oder 

CO (COL ± co), (39) 

so vereinfacht sich (38) offensichtlich zu: 
Q(CO, COL) = (1/2 cj/75) [(COL + co) - (coL - co)] 

= (co/c . (40) 

Im Rahmen dieser Näherung wird $(co, COL) und 
damit auch 2(A), COL) von COL unabhängig. 

P(°)(co) in Gl. (36) ist nach Gin. (Ha), (6a), (8a) 
und (3d) gegeben durch 

P(°)(co) = (nP2)(0> - ex(co) 
c2 #32(co,coL,0) 

CO £1 (co) 

= £°° — £1 (co) 
4 T Z ( _ B 1 2 ) 2 

(41) 

CO TO — i co r — co2 

Damit sind die Dispersionsfunktionen zu den 
Wellen 3 und 5 gemäß Gl. (5 a) bis zum in El 
quadratischen Gliede vollständig bestimmt. 

Gleichung (37) zeigt, daß die Dispersionsfunktion 
zur Welle 5 im Rahmen der hier diskutierten Nähe-
rung sich gegenüber der Dispersionsfunktion für 
El = 0 (Grenzfall der ungekoppelten Wellen) nicht 
geändert hat. Tatsächlich bleibt die Dispersions-
funktion zur Welle 5 auch für beliebig große EL 
gegenüber der Dispersionsfunktion für EL — 0 un-
verändert. 

Um dies zu beweisen, zeigen wir, daß die Lösung 
der Dispersionsgleichung (3) für EL = Q, nämlich 
[siehe Gl. (6 b) und (6 c)] 

c2 (Kl K§)2 
wi. 5 

(COL — co)2 
= £ 

2 C2(KL + K5)2 0 

N ( C O L + co)2 " £ 

(42 a) 

(42 b) 

gleichzeitig Lösung der Dispersionsgleichung für 
jedes EL^F 0 ist. Wir setzen dazu (42 a) und (42 b) 
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in Gl. (3) ein. Das letzte (dritte) Glied in (3) ver-
schwindet, da in Verbindung mit Gl. (3g), (42a) 
und (42b) folgt: 

- £3) + (»1.5 - £3) + 2 e3' 
= W|,5 + < 5 - 2 £ 0 0 = 0 . (43) 

Der erste Summand in (3) wird wegen (3 g) 
= (4> 5_ e i ( f t , ) ) (n|> 5 - (£ 0 0 + £3')) 

• (<5 - + es')) 

und wegen (42 a) und (42 b) 
= (4>5-£i(£0))[£3 '(a),^L)]2. (44) 

Er hebt sich also gegenüber dem zweiten Summan-
den fort. 
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Mit Gl. (36) und Gl. (37) sind die Dispersions-
relationen nach Gl. (5 a) im Rahmen der hier be-
handelten Näherung für alle sechs gekoppelten 
Wellen vollständig bestimmt. 

Eine numerische Auswertung der Dispersions-
gleichungen und eine ausführliche Diskussion für 
spezielle Substanzen, insbesondere für GaP, soll an 
anderer Stelle [3] erfolgen. Die numerische Aus-
wertung zeigt u.a., daß die erhaltenen Dispersions-
gleichungen bis zu relativ sehr hohen EL mit den 
exakten Lösungen der Dispersionsgleichung (3) 
praktisch übereinstimmen. 
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